EJERCITACION PARA EXAMEN DE MATEMATICA
MAYORES DE 25 ANOS SIN CICLO MEDIO COMPLETO

PRACTICO 4
Funcion Cuadrafc- Parabolas Noviembre 2011

Funcién cuadratica. Es toda funciéon de la forma:

f(x) = a > + b x + ¢ dondea, by ¢ son nimeros reales, con la condicion gsea
distinto de 0. Son todas parébolas de eje vertical.

Ejemplos de funciones cuadraticas:
f(x)=2x*+3x-4,

g(x) = —x2 + 4x
H(x)= % X2 +9
K(x)=-3x2

El gréafico siguiente es una porcién del graficdattincion f (X) = X2.
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En este caso el eje E de la pardbola coincide tejeeY de las ordenadas y el vértice
V(0, 0) con el origen de coordenadas.



Ejercicio 1.- Complete en cada caso, las tablas indicadas anoaotton y trace un
gréafico aproximad de las funciones:

X -3 -2 -1 0 1 2 3
91(X):X2
X -3 -2 -1 0 1 2 3
1.,
g, ==X
3
X -3 -2 -1 0 1 2 3
s = 2X°
X -3 -2 -1 0 1 2 3
4= -X
X -3 -2 -1 0 1 2 3
gs =3




OBSERVE:
1. Las parabolas de ecuacigh= axX tienen como eje al eje Y de las ordenadas y como
vértice al puntov(0, 0).

2. Cuanto mayor sea(en valor absoluto), mas “cerrada” sera la parabol

3. Las ramas van hacia arriba ai> 0o hacia abajo sa < 0.

Ejercicio 3.- En las funcionesy; y g, del ejercicio anterior, desarrolle el cuadrado y

compruebe que ellas tienen la forma ax® + bx+ c. Aclare en cada caso cuanto valen los
coeficientesa, by c.

Ejercicio 4.- Vimos anteriormente que el grafico siguiente esporaion del grafico de

la funcion f (X) = x°.
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a) A partir del mismorfediante desplazamienjasbtenga los gréficos de:

a(x)=x*+4; g,(x)=x*-3 g,(x)=(x-5 y g,(x)=(x+2).

b) Escriba en cada caso las coordenadas del vérteeguacion del eje. Tome en cuenta
gue cuando se desplaza una parabola, el mismaadasgkento corresponde tanto al vértice
como al eje.



RECORDATORIOS VARIOS:

* Dada la funcion cuadratica —parabola-y = f(x) = ax’ + bx+g plantear la ecuacion
(cuadrética)ax2 + bx+c = Q significa preguntarse en qué punto o puntos laapafa

corta al eje X. La solucion de esta ecuacion séenbt mediante [FFORMULA DE

X:—bix/b2—4ac

BHASKARA: 0 bien
2a
_—b++b%-4ac _—b-+b?%-4ac
= 2a Y X2 = 2a

Como se ve, la solucion de la ecuacion cuadrésiafermada por los valores y x,, que

se llamarraices de la ecuacion, o bien, raices de la parabol

* Las ecuaciones cuadréticas pueden tener: DOS,AJ8 NINGUNA raices reales

* Cuando ocurre qub2 —4ac =0, la formula de Bhaskara indica que las rafGeg X

son coincidentes y por lo tanto que la paraboltacaireje X s6lo en un punto. Adn en tal
situacion se sigue considerando que la ecuacide tles raices, pero aclarando que en este
caso son coincidentes.

Es facil de verificar que dados dos nimeroalesquieraa yb de la recta, el punto medio

. a+b . , .
entre ellos corresponde al numeFez—. Por lo tanto si una parabola tiene dos raiges

. - . X X . .
Xo, iguales o distintagl punto medio entre ellaselsz—. Si las raices son coincidentes

X+ X _ 2%
es claro que-= 2=21:X1:

* Para las pardbolas con dos raices regleg Xy, coincidentes o no, el eje es la recta
paralela al eje Y que pasa por el punto medio easedos raices y el vértice es el

X X X + X
V(x,, ) dondex, =472 e y, = f(szJ

X, .

Ejemplo 1: Consideremos la parabdix) = X2 -4x+3.
Para la ecuacion’-4x+3 = 0 se tienen los valores = 1L b=-4 y c=3, luego

X1:4—\/]é6—12:1 y X2:4+\/;6—12:3

Entonces la parabola corta al eje X en los purfesly x, =3.



Por otra parte, es claro que el vaigr=f(0) = 3, sobre el eje Y, corresponde al punto en
gue la parabola corta a dicho eje.

Y

En este caso el punto medio entre las raigesly x, =3 esX, =2 en consecuencia

el eje de la pardbola es la recta vertical, deagnX = 2, y el vértice el puntd/(2,(2))=
=V(2,-).

Ejemplo 2: En el caso de la pardbofx) = x* —4x + 4, las raices resultan ser,

L 4-+16-16 _,_ 4+16-16
=2 TNOTI0 5 AFNI0TI0
2 2

A su vez la interseccion con el eje Y gs=1(0) = 4. Sigue entonces que el eje de la

X

parabola es la recta verticalE= 2 (punto medio entre las dos raices coincidentes$) y
vértice el puntd/(2,f(2)) =V(2, 0
Y




Ejemplo 3.y =f(x)= 2xX¢+4x

Las dos raices son, en este caso= 0 y X, = -2. Entonces el punto medio entre las dos
esXy= -1 e Y = f(x,) = f(-1) = 2(-1’+4(-1) = -2. Por lo tanto, el eje es la recka= -1y

el vértice el puntoV(-1, f(-1)) =V(-1, -2)).

Lectura optativa: Veremos ahora que esta parabola tiene la mismedajue nuestra
conocida de ecuacién y = 2xPara eso mostraremos que se la puede “correr’thas
hacerla coincidir con la primera. Es claro que ai*bajamos” 2 y la “corremos” 1 hacia

la izquierda su vértice coincidira con el de yZ2#x.

La corremos 1 hacia la izquierda:

y=2x2= y=f(x+1) =2(x+1)2=2(x?2+2x+1) = 2x> +4x+ 4

Luego la bajamos 2 y quedg:= f (x+1) = f(x+1)-2= (2x2 +4x + 4)—2 = 2x+4x.

Con esto se demostrd que el grafico de la parddelaejemplo se obtiene desplazando la
de ecuacion y=2x y por lo tanto tienen la misma forma. Esto vaiegeneral, es decir, las
parébolas de ecuaciép = axX+bx tienen la misma forma que las de ecuagjon ax,

porque unas son “corrimientos” de las otras. Masialo mismo ocurre con las completas:

y = aX+bx+cque tienen también la misma forma que axX.

Ejercicio 5.- Dibuje el grafico de las pardbolas indicadas(in (i), (iii) y (iv),
obteniendo previamente:
(&) Los puntos de interseccion con los ejes X e Y

(b) El eje de la parabola

(c) Las coordenadaéx/ ’ X/) del vértice.

(i) y=f(x)=-3x*-9x (iy y=f(x)=-2x*+8x
(i) y= 1‘(x):4x2 —-16x (ivy = f(x)=§x2—2x

Ejemplo: se resuelve el caso (i)
Observe en primer lugar que, por ser —3<0, las ramas estaran orientadas hacia abajo.

Los puntos de interseccion con el eje x se ha#lanlviendo la ecuacion

-3x°-9x=0.



Como hasta ahora podemos aplicar Bhaskara, pagstercaso —en que falta el término
independienteC— resulta mas facil sacar el factor conxiymproceder como sigue:

x=0
-3*-9x=0 - x(-3x-9)=0 = 6
~3x-9=0 :»x:%:-s

Luego, los puntos de interseccién con el eje x =0y X, =—3

Observacion: es interesante hacer notar que el procedimient@ramt muestra que las
ecuaciones cuadraticaa?¢ + bx = 0, en las que falta el término independiegteiempre

b

tienen dos raices realegue sonx; =0y X, =——
a

Continuamos con el ejemplo: Para hallar las coadas del vértice, calculamos el punto
medio entre las dos raices

_0+(-3)__3
= 2 2

3
Luego, el eje es la rectd= _E y ademas, comig0) = O, la parabola corta al eje Y en el

origen. Para hallayy, simplemente calculamos

2
f[—éj: —3(—§j —9(—§j:—2_7+%:2_7_
2 2 2 4 4 4

Entonces, el vértice es el pukte (—g %j .

M




Nos falta sélo tratar el caso de las parabolas dewaciony = f(x) = ax’ + bx +cque

no tienen ninguna raiz real, es decir, que no coneal eje X.
El hecho que la parabola no corte al eje X sigaifice esta estrictamente por encima o

bien estrictamente por debajo del mismo.

Consideremos la parabola = f(x) = axX + bx + ¢, (con a>0)que nocorta al eje X.

Recuerde que: sia > 0, la forma ésl" y sia < 0, la forma e§n". Por lo tanto cuando
a>0la curva NO puede estar totalmente por debajo eXe

Por otra parte, es claro que si a la parabola ladjamos”(o la subimos) una cantiday el
eje se mantiene inalterable y el vértice “baja” (&) una cantidad.

En este caso, para hallar las coordenadds e Yy del vértice de nuestra pardbola, se
procede de la siguiente forma:

1°) Se “baja” la parabola de manera que corte @ ¥. Una forma de lograrlo es restar
c a la ecuaciény = f(x) = axX+ bx + ¢, con lo cual se obtiene la nueva parabola

a(x) = axX + bx, que ya se sabe corta al eje X en los pur)(bs_— Oy X'2 =——y
a

por lo tanto podemos determinar las coordenadassudvértice.

2°) Se hallan las coordenadas{y e y'v del gréfico deg(X)y luego, teniendo en
cuenta qud(X) =g(x) + C,resulta quex, =X, e Y, =Y\ *C.



En sintesis: La paraboly = f(x) = aX’+ bx + ¢

- Corta al eje Y en el punto f(0)&

L ox=x, =XtXe__ b
V=% 2 2a
- yV:y'V+C:g(XV)+C:a(—£)2+b(_£)+cz—b_2+c
2a 2a 4a
. b
porlotanto el ejeeslarecta X=-——
2a
2
y el vértice el puntdy/| — £ = b— +cC
2a 4a

Observacién: Cuando el coeficienta de X’ es negativo, la Unica diferencia con el caso
anterior consiste en que las parabolas tienerataas hacia abajo. Se las estudia de manera
totalmente similar.

Ejercicio 6.- Dibuje el grafico de las pardbolas que se daangirmacion, obteniendo
previamente:

() Los puntos de interseccion con el ejeskgkisten).

(b) El punto de interseccién con el gje

(@) Las coordenada(sx/ ) X/) del vértice y la ecuacion del eje.
i) y=f(x)=x*-4x+3 (iiy = f(x) = 2x* +2x-12
(i) y=f(x)=-3x*+9x-6 (iv)y = f(x)=2x*-4x+3

(V) y= f(x)z—x2—4x—7



